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题目 给定整数 n ≥ 4．将 n 个正实数 x1, x2, . . . , xn 依次排成一圈，且 bi = (xi−1 +

xi+1)/xi 均为整数，下标按模 n 理解．求 b21 + b22 + · · ·+ b2n 的最大值，并确定达到最

大值的全部整数序列．

解答 由 bixi = xi−1 + xi+1，得
n∑

i=1

(bi − 2)xi = 0.

由于 xi > 0，且各 bi 均为正整数，若没有一项等于 1，则各项必全为 2．

若 bi = 1，则 xi = xi−1 + xi+1，故 xi 大于两侧的项，两个等于 1 的比值不能相

邻．当 n ≥ 4 时，删去 xi，其两侧的比值各减少 1，其余比值不变，所得序列仍满足

题设的整数性条件．以 u, v 记删项后相邻的两项，这一变化可写为

(u+ 1, 1, v + 1) 7−→ (u, v).

当 n = 3时，若各项不全为 2，不妨设 b1 = 1．此时 (b2−1)x2 = 2x3，(b3−1)x3 =

2x2，从而 (b2 − 1)(b3 − 1) = 4．因此，三项情形只有 (2, 2, 2)、(1, 3, 3)、(1, 2, 5) 及其

排列，比值之和至多为 8，最大项至多为 5．

由此对环长归纳．对于 n ≥ 4，若各项不全为 2，则可删去一项等于 1 的比值所

对应的正实数．由归纳假设，删项后的比值之和至多为 3(n− 1)− 1，最大项至多为

n+1；还原时，比值之和增加 3，每个保留的比值至多增加 1．全为 2 时也满足相应

的估计，故对所有 n ≥ 3，均有
n∑

i=1

bi ≤ 3n− 1, max
1≤i≤n

bi ≤ n+ 2. (1)

再证：当 n ≥ 5 且序列中有 1 时，存在 i，使得

bi = 1, bi−1 + bi+1 ≤ n+ 4. (2)

反设每个 1 的两邻项之和均不小于 n+ 5．设 1 的个数为 q，记

T =
∑
bi≥2

(bi − 2) =
n∑

i=1

bi − 2n+ q ≤ n+ q − 1.

由于 1 不相邻，每个 1 两侧的比值均不小于 2，故反设给出 T ≥ n + 1．另一方面，

对所有满足 bi = 1 的 i 求和时，每个正的 bj − 2 至多被计入两次，因而

q(n+ 1) ≤
∑
bi=1

(bi−1 + bi+1 − 4) ≤ 2T ≤ 2(n+ q − 1).

由 n+ 1 ≤ T ≤ n+ q− 1 得 q ≥ 2，而后一不等式给出 (q− 2)(n− 1) ≤ 0，故 q = 2，

且 T = n+ 1．此时上述计数中的不等式均取等，所以每个大于 2 的比值都必须在计

数中出现两次，即同时与这两个 1 相邻．由于 n ≥ 5，这两个 1 至多有一个公共邻

项，故至多有一项比值大于 2．由 (1) 得 T ≤ n，与 T = n+ 1 矛盾．
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记 S =
n∑

i=1

b2i．以下对 n ≥ 4 归纳证明 S ≤ n2 +8n− 1，并证明等号成立时，序

列必为 (
n+ 2, 1, 2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸

a 个

, 3, 2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
b 个

, 1
)
, (3)

或其循环移位、反向排列，其中 a, b 为非负整数，且 a+ b = n− 4．

各项全为 2 时，S = 4n < n2 + 8n− 1．以下设序列中有 1．删去其中一项 1 所

对应的正实数，记所得序列的平方和为 S ′，删项后相邻的两项为 u, v．由删项规则，

S − S ′ = (u+ 1)2 + 1 + (v + 1)2 − u2 − v2 = 2(u+ v) + 3.

当 n = 4 时，由三项情形的分类，有 S ′ ≤ 30，u+ v ≤ 7，故

S = S ′ + 2(u+ v) + 3 ≤ 30 + 2 · 7 + 3 = 47.

若 S = 47，则删项后的三项必为 (1, 2, 5)，且 {u, v} = {2, 5}．还原后，原序列为
(6, 1, 3, 1) 的循环移位或反向排列，符合 (3)．

设 n ≥ 5，且结论对 n− 1 成立．取满足 (2) 的 i，删去 xi，则 u+ v ≤ n+2．由

归纳假设，

S = S ′ + 2(u+ v) + 3

≤ (n− 1)2 + 8(n− 1)− 1 + 2(n+ 2) + 3

= n2 + 8n− 1.

若等号成立，则删项后的序列也须达到相应上界，且 u+ v = n+2．由归纳假设，删

项后序列的最大项为 n+ 1，其两侧均为 1；任何不含最大项的相邻两项之和至多为

5 < n+ 2．故还原只能发生在最大项与相邻的 1 之间，相应的变化为

(n+ 1, 1) 7−→ (n+ 2, 1, 2)

或其反向形式．于是最大项增加 1，某一侧的 2 的个数也增加 1，因而原序列仍具有

(3) 的形式．
反之，式 (3)中的各序列均可实现．在相邻的正实数 x, y 之间插入 x+y，其相应

比值便由 (u, v)变为 (u+1, 1, v+1)．取正实数环 (1, 3, 2, 3)，其比值序列为 (6, 1, 3, 1)．

以此为起点，每次选取最大项及其一侧相邻的 1 进行上述插项操作；在两侧分别进

行 a 次、b 次，即得到 (3)．这些序列的平方和均为

(n+ 2)2 + 1 + 1 + 9 + 4(n− 4) = n2 + 8n− 1 .

故所求最大值为 n2 + 8n− 1，全部取等序列为 (3) 及其循环移位、反向排列．

原题 （1984 年全苏数学奥林匹克）给定整数 n ≥ 4．将 n 个正整数 x1, x2, . . . , xn

依次排成一圈，且 bi = (xi−1 + xi+1)/xi 均为整数，下标按模 n 理解．求证：

2n ≤ b1 + b2 + · · ·+ bn ≤ 3n.
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