
第 78 届波兰数学奥林匹克第一阶段测试题及解析
2026-11-10 原文链接

第 78 届波兰数学奥林匹克（2026/2027 学年）的第一阶段采用了新赛制．此前的第一阶段是持
续约三个月的通讯赛，共三组、每组四题；本届改为两次现场考试：10 月 15 日在各校进行 75
分钟的测试，共 12 题，每题含三个独立的真假判断；11 月 6 日在指定考点进行 240 分钟的开放
题考试，共 5 题，要求写出完整论证．测试用于选拔进入开放题部分的选手，晋级第二阶段则只
依据开放题成绩．

本文为 2026 年 10 月 15 日测试部分全部试题及官方解答的中文翻译．每题的三个判断全对得 2
分，答对两个得 1 分，其余得 0 分，满分 24 分．请分别判断每题的 a、b、c 三个命题是否正确．

第 1 题

数 (
√
6 +

√
7)2026 + (

√
6−

√
7)2026：

a）是无理数；

b）能被 2 整除；

c）能被 3 整除．

解析．

答案：a）假；b）真；c）假．

由二项式定理，

(
√
6 +

√
7)2026 =

2026∑
k=0

(
2026

k

)
(
√
6)k(

√
7)2026−k，

类似地，

(
√
6−

√
7)2026 =

2026∑
k=0

(
2026

k

)
(
√
6)k(−

√
7)2026−k．

两个和式中，偶数下标 k 对应的项相同，奇数下标 k 对应的项互为相反数．因此

(
√
6 +

√
7)2026 + (

√
6−

√
7)2026 = 2

1013∑
k=0

(
2026

2k

)
6k71013−k．

所以这是一个能被 2 整除的整数．和式中除首项外的每一项都能被 3 整除，而首项 71013 模 3 余

1，故所求数不能被 3 整除．
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第 2 题

数 1 · 2 + 2 · 3 + · · ·+ 2025 · 2026 + 2026 · 1：

a）大于 12 + 22 + · · ·+ 20262；

b）大于 1 · 2026 + 2 · 2025 + · · ·+ 2025 · 2 + 2026 · 1；

c）小于 1 · 3 + 2 · 4 + · · ·+ 2024 · 2026 + 2025 · 1 + 2026 · 2．

解析．

答案：a）假；b）真；c）假．

记

A = 1 · 2 + 2 · 3 + · · ·+ 2025 · 2026 + 2026 · 1，

B = 12 + 22 + · · ·+ 20262，

C = 1 · 2026 + 2 · 2025 + · · ·+ 2025 · 2 + 2026 · 1，

D = 1 · 3 + 2 · 4 + · · ·+ 2024 · 2026 + 2025 · 1 + 2026 · 2．

a）对于不相等的正数 a, b，有 ab <
a2 + b2

2
．于是

A <
12 + 22

2
+

22 + 32

2
+ · · ·+ 20252 + 20262

2
+

20262 + 12

2
= B．

b）计算差 A− C，得

A− C = 1 · (2− 2026) + 2 · (3− 2025) + 3 · (4− 2024) + · · ·

+ 2025 · (2026− 2) + 2026 · (1− 1)

= 1 · (−2024) + 2 · (−2022) + 3 · (−2020) + · · ·

+ 2024 · 2022 + 2025 · 2024．

将首项与末项配对，第二项与倒数第二项配对，依此类推，得到

A− C = 20242 + 20222 + · · ·+ 22 > 0．

故 A > C．

c）有

A = (1 · 2 + 2 · 3) + (3 · 4 + 4 · 5) + · · ·

+ (2023 · 2024 + 2024 · 2025) + (2025 · 2026 + 2026 · 1)

= 2 · 22 + 2 · 42 + 2 · 62 + · · ·+ 2 · 20242 + 20262，

以及

2



D = (22 − 1) + (32 − 1) + · · ·+ (20252 − 1) + 2025 + 2 · 2026

= 22 + 32 + · · ·+ 20252 + 4053．

因此

A−D = 22 − 32 + 42 − 52 + · · ·+ 20242 − 20252 + 20262 − 4053．

由于 32 < 42，52 < 62，. . .，20232 < 20242，且

22 + 20262 = 4 + 20252 + 2 · 2025 + 1 = 20252 + 4055，

上述差为正，故 A > D．

注． a、b 两问也可直接由重排不等式得出：若 x1 ≤ x2 ≤ · · · ≤ xn 且 y1 ≤ y2 ≤ · · · ≤ yn，则对

任意排列 σ : {1, 2, . . . , n} → {1, 2, . . . , n}，都有

x1yn + x2yn−1 + · · ·+ xny1 ≤ x1yσ(1) + x2yσ(2) + · · ·+ xnyσ(n)

≤ x1y1 + x2y2 + · · ·+ xnyn．

第 3 题

在三角形 ABC 中，AB = 6，AC = 10．在线段 AC 上取点 D，使 AD = 6；在射线 AB 上取

点 E，使 AE = 10．线段 BC 与 DE 相交于点 P．则：

a）射线 AP 平分 ∠BAC；

b）三角形 APB 与三角形 APC 的面积之比为
9

25
；

c）B,D,C,E 四点共圆．

解析．

答案：a）真；b）假；c）真．

a）设 ℓ 为 ∠BAC 的角平分线．点 B,D 关于 ℓ 对称，点 C,E 也关于 ℓ 对称．因此，线段 BC

和 DE 与直线 ℓ 交于同一点，即 P 在 ℓ 上．

3. Dany jest trójkąt ABC, w którym AB = 6 i AC = 10. Na odcinku AC wybrano
punkt D tak, że AD = 6, a na półprostej AB wybrano punkt E tak, że AE = 10.
Odcinki BC i DE przecinają się w punkcie P . Wówczas

T a) półprosta AP jest dwusieczną kąta BAC,

N b) stosunek pola trójkąta APB do pola trójkąta APC wynosi 925 ,

T c) punkty B, D, C i E leżą na jednym okręgu.

Rozwiązanie.
a) Niech ℓ będzie dwusieczną kąta BAC. Punkty B i D są symetryczne względem

ℓ. Podobnie, punkty C i E są symetryczne względem ℓ. W takim razie odcinki BC
i DE przecinają prostą ℓ w tym samym punkcie. To znaczy: P leży na ℓ.

A

B
C

D

E

P

b) Pole trójkąta APB jest równe 12AB · AP · sin
1
2
<)BAC, a pole trójkąta APC

jest równe 12AC · AP · sin
1
2
<)BAC. Ich iloraz jest równy AB

AC
= 6
10 =

3
5 .

c) Czworokąt BDCE jest trapezem równoramiennym, jego wierzchołki leżą więc
na okręgu.

4. Na przyjęciu spotkało się 101 osób. Niektóre osoby się znają. Przyjmujemy, że
jeśli osoba A zna osobę B, to osoba B zna osobę A. Wówczas

N a) mogło zdarzyć się, że każdy zna dokładnie 13 osób,

T b) pewne dwie osoby znają tyle samo osób,

N c) jeśli każdy zna dokładnie cztery osoby, to pewne trzy osoby znają się na-
wzajem.

Rozwiązanie.
a) Załóżmy, że mogło się tak zdarzyć i oznaczmy liczbę znajomości, czyli par

osób znających się, przez k. Wówczas 2k = 101 · 13, gdyż każda z 101 osób zna
dokładnie 13 osób. Otrzymujemy sprzeczność, bo 2k jest liczbą parzystą, a 101 · 13
— nieparzystą.
b) Liczba znajomych danej osoby jest liczbą całkowitą pomiędzy 0 a 100. Gdyby

każda z 101 osób miała inną liczbę znajomych, to każda liczba całkowita pomiędzy 0
a 100 byłaby liczbą znajomych pewnej osoby. W szczególności istniałaby osoba, która
zna wszystkich, jak również istniałaby osoba, która nie nie zna nikogo. Sprzeczność.
c) Ustawmy wszystkie osoby wzdłuż okręgu w równych odstępach. Powiedzmy,

że każda osoba zna się z pierwszą i trzecią osobą stojącą po jej lewej stronie oraz z

b）三角形 APB 的面积为
1

2
AB ·AP ·sin 1

2
∠BAC，三角形 APC 的面积为

1

2
AC ·AP ·sin 1

2
∠BAC．

两者之比为
AB

AC
=

6

10
=

3

5
．
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c）四边形 BDCE 为等腰梯形，故其四个顶点共圆．

第 4 题

有 101 人参加一个聚会，其中有些人互相认识．约定：若 A 认识 B，则 B 也认识 A．则：

a）可能每个人都恰好认识 13 人；

b）一定有两个人认识的人数相同；

c）如果每个人都恰好认识 4 人，那么一定有三个人两两认识．

解析．

答案：a）假；b）真；c）假．

a）假设存在这样的情形，记相互认识的无序人对数为 k．由于每个人都恰好认识 13 人，将每个

人的熟人数相加，每一对都被计算了两次，故 2k = 101 · 13．但左边是偶数，右边是奇数，矛盾．

b）每个人认识的人数都是 0 至 100 之间的整数．如果 101 人认识的人数互不相同，那么 0 至

100 的每一个整数都必须出现．这就意味着既有一个人认识其他所有人，又有一个人谁也不认识，

矛盾．

c）将所有人等间隔地排在一个圆周上，规定每个人只认识其左边第 1、第 3 个人，以及右边第

1、第 3 个人．这样每个人恰好认识 4 人，却没有三个人两两认识．
pierwszą i trzecią osobą stojącą po jej prawej stronie. Wówczas każdy ma dokładnie
czterech znajomych, ale nie ma trójki osób, które znają się nawzajem.

5. Dla każdej liczby rzeczywistej c rozważamy następujący układ równań zmien-
nych rzeczywistych x, y: x2 + y2 = 1,c(x+ y) = 1.

Wówczas

T a) istnieje nieskończenie wiele liczb rzeczywistych c, dla których układ równań
nie ma rozwiązań,

T b) istnieje liczba rzeczywista c, dla której układ równań ma dokładnie jedno
rozwiązanie,

N c) istnieje liczba rzeczywista c, dla której układ równań ma dokładnie trzy
rozwiązania.

Rozwiązanie. Dla c = 0 układ równań jest sprzeczny. Dla c ̸= 0 drugie rów-
nanie opisuje prostą o równaniu y = −x + 1

c
, a pierwsze równanie opisuje okrąg

jednostkowy. Jeśli |1
c
| >
√
2, to rzeczona prosta jest rozłączna z okręgiem jednost-

kowym, a jeśli |1
c
| =
√
2, to jest do niego styczna. Prosta nie może przecinać okręgu

w dokładnie trzech punktach.

6. Niech N = 312 + 39 · 72 + 35 · 74 + 76. Wówczas

N a) N jest kwadratem liczby całkowitej,

T b) N ma dokładnie 64 dodatnie dzielniki,

T c) najmniejsza dodatnia liczba całkowita k, dla której kN jest kwadratem
liczby całkowitej, wynosi 130.

Rozwiązanie. Zauważmy, że

N = (34)3 + 3 · (34)2 · 72 + 3 · 34 · (72)2 + (72)3 = (34 + 72)3 = 1303 = 23 · 53 · 133.

Liczba N nie jest zatem kwadratem. Jej dzielniki są postaci 2a · 5b · 13c, gdzie a, b, c
należą do zbioru {0, 1, 2, 3}. Dzielników tych jest zatem 4 · 4 · 4 = 64. Liczba kN jest
kwadratem wtedy i tylko wtedy, gdy k jest postaci 130ℓ2. Najmniejszą taką liczbą
jest 130.

第 5 题

对每个实数 c，考虑关于实数 x, y 的方程组

 x2 + y2 = 1，

c(x+ y) = 1．

则：

a）存在无穷多个实数 c，使该方程组无解；

b）存在实数 c，使该方程组恰有一组解；

c）存在实数 c，使该方程组恰有三组解．

解析．

答案：a）真；b）真；c）假．

当 c = 0时，第二个方程不可能成立，故方程组无解．当 c ̸= 0时，第二个方程表示直线 y = −x+
1

c
，
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第一个方程表示单位圆．若
∣∣∣∣1c

∣∣∣∣ > √
2，这条直线与单位圆没有公共点；若

∣∣∣∣1c
∣∣∣∣ = √

2，则直线与

单位圆相切．直线不可能与圆恰有三个公共点．

第 6 题

设 N = 312 + 39 · 72 + 35 · 74 + 76．则：

a）N 是一个整数的平方；

b）N 恰有 64 个正因数；

c）使 kN 为整数平方的最小正整数 k 等于 130．

解析．

答案：a）假；b）真；c）真．

注意到

N = (34)3 + 3 · (34)2 · 72 + 3 · 34 · (72)2 + (72)3

= (34 + 72)3 = 1303 = 23 · 53 · 133．

因此 N 不是完全平方数．它的正因数均可写成 2a5b13c，其中 a, b, c ∈ {0, 1, 2, 3}，故正因数的个
数为 4 · 4 · 4 = 64．

数 kN 是完全平方数，当且仅当 k = 130ℓ2，其中 ℓ 为正整数．最小的这样的 k 是 130．

第 7 题

给定乘积为 1 的正实数 x1, x2, . . . , x12．则：

a）其中至少有六个数不小于 1；

b）可以将这些数分成分别含五个数和七个数的两组，使第一组五个数的乘积不大于第二组七个
数的乘积；

c）如果任意三个数的乘积都不小于 1，那么这十二个数都等于 1．

解析．

答案：a）假；b）真；c）真．

a）取 x1 = x2 = · · · = x11 =
1

2
，x12 = 211，即得反例．

b）不妨设 x1 ≤ x2 ≤ · · · ≤ x12．若 x5 ≤ 1，则 x1x2x3x4x5 ≤ 1，从而

x1x2x3x4x5 ≤ 1 = x1x2x3x4x5x6x7x8x9x10x11x12

≤ x6x7x8x9x10x11x12．

若 x5 > 1，则特别有 x11 > 1，x12 > 1，于是

x1x2x3x4x5 ≤ x6x7x8x9x10 < x6x7x8x9x10x11x12．
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因此，将最小的五个数放在第一组，其余七个数放在第二组即可．

c）由条件有 x1x2x3 ≥ 1，x4x5x6 ≥ 1，x7x8x9 ≥ 1，x10x11x12 ≥ 1．四式相乘得到 1 ≥ 1，故上

述四个不等式都只能取等号．同理可证，十二个数中任意三个数的乘积都等于 1．

特别地，对任意两两不同的下标 i, j, k, ℓ，都有 xixjxk = xixjxℓ，故 xk = xℓ．因此所有数相等，

又因其乘积为 1 且均为正数，所以它们都等于 1．

第 8 题

多项式 P (x) = x2026 + x2025 + · · ·+ x2 + x+ 1：

a）没有实数零点；

b）满足 P (2) > 22027；

c）在区间 [−1, 1] 上为增函数．

解析．

答案：a）真；b）假；c）假．

a）当 x ̸= 1 时，P (x) =
x2027 − 1

x− 1
̸= 0；此外，P (1) = 2027．所以 P 没有实数零点．

b）有 P (2) =
22027 − 1

2− 1
= 22027 − 1 < 22027．

c）有 P (−1) = 1，而

P

(
−1

2

)
=

(
−1

2

)2027 − 1

−1
2 − 1

=
2

3

(
1

22027
+ 1

)
< 1．

故 P 在区间 [−1, 1] 上不是增函数．

第 9 题

给定正四面体 ABCS．点 X,Y 分别在棱 AB,AS 上，且 AX : XB = 1 : 2，AY : Y S = 3 : 1．

则：

a）平面 CXY 垂直于平面 ABC；

b）四面体 AXCY 的体积是四面体 ABCS 体积的
1

4
；

c）三角形 CXY 的最长边是 CX．

解析．

答案：a）真；b）真；c）假．

a）设 S′, Y ′ 分别为 S, Y 在平面 ABC 上的正投影．只需证明 Y ′ 在直线 CX 上．
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9. Dany jest czworościan foremny ABCS. Punkty X i Y leżą odpowiednio na
krawędziach AB i AS, przy czym AX : XB = 1 : 2 i AY : Y S = 3 : 1. Wówczas

T a) płaszczyzna CXY jest prostopadła do płaszczyzny ABC,

T b) objętość czworościanu AXCY jest cztery razy mniejsza od objętości czwo-
rościanu ABCS,

N c) najdłuższym bokiem trójkąta CXY jest CX.

Rozwiązanie.
a) Niech S ′ i Y ′ oznaczają odpowiednio rzuty punktów S i Y na płaszczyznę

ABC. Wystarczy wykazać, że Y ′ leży na prostej CX.

A B

C

X

Y ′

K

L

S′A

B

C

S

S′

Y

Y ′
X

Zauważmy, że punkt S ′ jest środkiem ciężkości trójkąta ABC, a Y ′ dzieli odcinek
AS ′ w stosunku AY ′ : Y ′S = AY : Y S = 3 : 1. Niech K będzie środkiem odcinka
BC, a L — środkiem odcinka BX. Wówczas

AY ′

AK
=
AY ′

AS ′
· AS

′

AK
=
3
4
· 2
3
=
1
2
,

więc Y ′ jest środkiem odcinka AK. Jest ponadto jasne, że skoro AX : XB = 1 : 2,
a L jest środkiem odcinka BX, to X jest środkiem odcinka AL. Zatem XY ′ ∥ KL,
gdyż XY ′ jest linią środkową w trójkącie AKL, oraz CX ∥ KL, gdyż KL jest linią
środkową w trójkącie BCX. Wykazaliśmy więc, że punkty Y ′ i C leżą na prostej
przechodzącej przez X równoległej do KL.
b) Pole trójkąta ACX jest 3 razy mniejsze od pola trójkąta ABC, a odległość

punktu Y od płaszczyzny ABC jest 43 razy krótsza od odległości punktu S od tej
płaszczyzny. W takim razie objętość czworościanu AXCY jest 3· 43 = 4 razy mniejsza
od objętości czworościanu ABCS.
c) Obierzmy na krawędzi AB punkt Y ′′ dzielący ją w stosunku BY ′′ : Y ′′A =

AY : Y S = 3 : 1. Wtedy CY = CY ′′. Jest jasne, że kąt CXY ′′ jest rozwarty, a więc
CY ′′ > CX.

9. Dany jest czworościan foremny ABCS. Punkty X i Y leżą odpowiednio na
krawędziach AB i AS, przy czym AX : XB = 1 : 2 i AY : Y S = 3 : 1. Wówczas

T a) płaszczyzna CXY jest prostopadła do płaszczyzny ABC,

T b) objętość czworościanu AXCY jest cztery razy mniejsza od objętości czwo-
rościanu ABCS,

N c) najdłuższym bokiem trójkąta CXY jest CX.

Rozwiązanie.
a) Niech S ′ i Y ′ oznaczają odpowiednio rzuty punktów S i Y na płaszczyznę

ABC. Wystarczy wykazać, że Y ′ leży na prostej CX.

A B

C

X

Y ′

K

L

S′A

B

C

S

S′

Y

Y ′
X

Zauważmy, że punkt S ′ jest środkiem ciężkości trójkąta ABC, a Y ′ dzieli odcinek
AS ′ w stosunku AY ′ : Y ′S = AY : Y S = 3 : 1. Niech K będzie środkiem odcinka
BC, a L — środkiem odcinka BX. Wówczas

AY ′

AK
=
AY ′

AS ′
· AS

′

AK
=
3
4
· 2
3
=
1
2
,

więc Y ′ jest środkiem odcinka AK. Jest ponadto jasne, że skoro AX : XB = 1 : 2,
a L jest środkiem odcinka BX, to X jest środkiem odcinka AL. Zatem XY ′ ∥ KL,
gdyż XY ′ jest linią środkową w trójkącie AKL, oraz CX ∥ KL, gdyż KL jest linią
środkową w trójkącie BCX. Wykazaliśmy więc, że punkty Y ′ i C leżą na prostej
przechodzącej przez X równoległej do KL.
b) Pole trójkąta ACX jest 3 razy mniejsze od pola trójkąta ABC, a odległość

punktu Y od płaszczyzny ABC jest 43 razy krótsza od odległości punktu S od tej
płaszczyzny. W takim razie objętość czworościanu AXCY jest 3· 43 = 4 razy mniejsza
od objętości czworościanu ABCS.
c) Obierzmy na krawędzi AB punkt Y ′′ dzielący ją w stosunku BY ′′ : Y ′′A =

AY : Y S = 3 : 1. Wtedy CY = CY ′′. Jest jasne, że kąt CXY ′′ jest rozwarty, a więc
CY ′′ > CX.

注意到 S′ 为三角形 ABC 的重心，且 Y ′ 在线段 AS′ 上，满足 AY ′ : Y ′S′ = AY : Y S = 3 : 1．

设 K 为线段 BC 的中点，L 为线段 BX 的中点．则

AY ′

AK
=

AY ′

AS′ ·
AS′

AK
=

3

4
· 2
3
=

1

2
，

故 Y ′ 为线段 AK 的中点．又由 AX : XB = 1 : 2 及 L 为 BX 的中点可知，X 为 AL 的中

点．因此，XY ′ 为三角形 AKL 的中位线，故 XY ′ ∥ KL；而 KL 为三角形 BCX 的中位线，故

CX ∥ KL．所以 Y ′ 与 C 均在过 X 且平行于 KL 的直线上，即 C,X, Y ′ 共线．

b）三角形 ACX 的面积是三角形 ABC 面积的
1

3
，点 Y 到平面 ABC 的距离是点 S 到该平面

距离的
3

4
．因此，四面体 AXCY 与四面体 ABCS 的体积之比为

1

3
· 3
4
=

1

4
．

c）在棱 AB 上取点 Y ′′，使 BY ′′ : Y ′′A = AY : Y S = 3 : 1．由正三角形 ASC 与 BAC 的全等

关系，得 CY = CY ′′．显然，∠CXY ′′ 为钝角，故 CY ′′ > CX．因此 CY > CX，最长边不可

能是 CX．

A B

C

XY ′′

10. W trójkącie równobocznym o boku 10 umieszczono 101 punktów, przy czym
żadne trzy nie leżą na jednej prostej. Wówczas

T a) pewne dwa z tych punktów są od siebie oddalone o nie więcej niż 1,

N b) pewne trzy z tych punktów są wierzchołkami trójkąta ostrokątnego,

T c) pewne trzy z tych punktów są wierzchołkami trójkąta o polu nie większym
niż 1.

Rozwiązanie.
a) Podzielmy trójkąt z zadania na 100 trójkątów równobocznych o boku 1. Z

zasady szufladkowej wynika, że któreś dwa z zaznaczonych punktów znajdują się w
tym samym trójkącie równobocznym o boku 1. Są one oddalone o nie więcej niż 1.

b) Rozważmy ćwiartkę dowolnego okręgu zawartego wewnątrz rozważanego trój-
kąta i umieśćmy na niej wszystkie 101 punktów. Wówczas dowolny trójkąt, którego
wierzchołkami są rozważane punkty, ma jeden z kątów o mierze co najmniej 135◦ —
nie jest więc ostrokątny.

c) Podzielmy wyjściowy trójkąt na 50 trójkątów o polu 150 ·
102
√
3

4 =
√
3
2 < 1. Ta-

ki podział jest możliwy, wystarczy podzielić jeden z boków trójkąta na 50 równych
części, a punkty podziału połączyć z przeciwległym wierzchołkiem. Z zasady szuflad-
kowej wynika, że któreś trzy rozważane punkty leżą w jednym z takich trójkątów.
Są one wierzchołkami trójkąta o polu mniejszym niż 1.
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第 10 题

在边长为 10 的等边三角形内放置 101 个点，其中任意三点都不共线．则：

a）一定有两点之间的距离不大于 1；

b）一定有三点是某个锐角三角形的三个顶点；

c）一定有三点是某个面积不大于 1 的三角形的三个顶点．

解析．

答案：a）真；b）假；c）真．

a）将原等边三角形分成 100 个边长为 1 的等边三角形．由抽屉原理，至少有两个给定点落在同

一个小等边三角形内，它们之间的距离不大于 1．

A B

C

XY ′′
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T a) pewne dwa z tych punktów są od siebie oddalone o nie więcej niż 1,

N b) pewne trzy z tych punktów są wierzchołkami trójkąta ostrokątnego,

T c) pewne trzy z tych punktów są wierzchołkami trójkąta o polu nie większym
niż 1.
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a) Podzielmy trójkąt z zadania na 100 trójkątów równobocznych o boku 1. Z
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√
3

4 =
√
3
2 < 1. Ta-
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części, a punkty podziału połączyć z przeciwległym wierzchołkiem. Z zasady szuflad-
kowej wynika, że któreś trzy rozważane punkty leżą w jednym z takich trójkątów.
Są one wierzchołkami trójkąta o polu mniejszym niż 1.

b）在原等边三角形内取一个圆，将 101 个点都放在该圆的一段四分之一圆弧上．这些点中的任

意三个构成的三角形，均有一个角不小于 135◦，所以都不是锐角三角形．

A B

C

XY ′′

10. W trójkącie równobocznym o boku 10 umieszczono 101 punktów, przy czym
żadne trzy nie leżą na jednej prostej. Wówczas
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N b) pewne trzy z tych punktów są wierzchołkami trójkąta ostrokątnego,

T c) pewne trzy z tych punktów są wierzchołkami trójkąta o polu nie większym
niż 1.

Rozwiązanie.
a) Podzielmy trójkąt z zadania na 100 trójkątów równobocznych o boku 1. Z

zasady szufladkowej wynika, że któreś dwa z zaznaczonych punktów znajdują się w
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kąta i umieśćmy na niej wszystkie 101 punktów. Wówczas dowolny trójkąt, którego
wierzchołkami są rozważane punkty, ma jeden z kątów o mierze co najmniej 135◦ —
nie jest więc ostrokątny.

c) Podzielmy wyjściowy trójkąt na 50 trójkątów o polu 150 ·
102
√
3

4 =
√
3
2 < 1. Ta-

ki podział jest możliwy, wystarczy podzielić jeden z boków trójkąta na 50 równych
części, a punkty podziału połączyć z przeciwległym wierzchołkiem. Z zasady szuflad-
kowej wynika, że któreś trzy rozważane punkty leżą w jednym z takich trójkątów.
Są one wierzchołkami trójkąta o polu mniejszym niż 1.

c）将原等边三角形分成 50 个等面积三角形，每个小三角形的面积均为

1

50
· 10

2
√
3

4
=

√
3

2
< 1．

这样的划分可以如下实现：将其中一边分成 50 等份，把各分点与对面的顶点连接．由抽屉原理，

至少有三个给定点落在同一个小三角形内，它们构成的三角形面积小于 1．

A B

C

XY ′′

10. W trójkącie równobocznym o boku 10 umieszczono 101 punktów, przy czym
żadne trzy nie leżą na jednej prostej. Wówczas

T a) pewne dwa z tych punktów są od siebie oddalone o nie więcej niż 1,

N b) pewne trzy z tych punktów są wierzchołkami trójkąta ostrokątnego,

T c) pewne trzy z tych punktów są wierzchołkami trójkąta o polu nie większym
niż 1.

Rozwiązanie.
a) Podzielmy trójkąt z zadania na 100 trójkątów równobocznych o boku 1. Z

zasady szufladkowej wynika, że któreś dwa z zaznaczonych punktów znajdują się w
tym samym trójkącie równobocznym o boku 1. Są one oddalone o nie więcej niż 1.

b) Rozważmy ćwiartkę dowolnego okręgu zawartego wewnątrz rozważanego trój-
kąta i umieśćmy na niej wszystkie 101 punktów. Wówczas dowolny trójkąt, którego
wierzchołkami są rozważane punkty, ma jeden z kątów o mierze co najmniej 135◦ —
nie jest więc ostrokątny.

c) Podzielmy wyjściowy trójkąt na 50 trójkątów o polu 150 ·
102
√
3

4 =
√
3
2 < 1. Ta-

ki podział jest możliwy, wystarczy podzielić jeden z boków trójkąta na 50 równych
części, a punkty podziału połączyć z przeciwległym wierzchołkiem. Z zasady szuflad-
kowej wynika, że któreś trzy rozważane punkty leżą w jednym z takich trójkątów.
Są one wierzchołkami trójkąta o polu mniejszym niż 1.
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第 11 题

数 2026n − 1：

a）对每个整数 n ≥ 1，都能被 45 整除；

b）对无穷多个整数 n ≥ 1，能被 n+ 1 整除；

c）对无穷多个整数 n ≥ 1，能被 2027 整除．

解析．

答案：a）真；b）真；c）真．

a）由公式

an − bn = (a− b)(an−1 + an−2b+ · · ·+ abn−2 + bn−1)，

可知 2026n − 1 能被 2026− 1 = 2025 = 452 整除，因而也能被 45 整除．

b）取 n = p− 1，其中 p 为不整除 2026 的素数．由费马小定理，2026n − 1 = 2026p−1 − 1 能被

p = n+ 1 整除．由于这样的素数有无穷多个，结论成立．

c）与 a 问类似，当 n 为正偶数时，2026n − 1 能被 20262 − 1 = 2025 · 2027 整除，因而能被 2027

整除．

第 12 题

对任意正整数，考虑如下过程：每一步都将当前的数替换成它的十进制各位数字之和，直到得到

一位数时停止．则：

a）从 141000 开始，最终得到 5；

b）从 (109)! 开始，至多四步就会停止；

c）从由 1000 个 11 构成、幂运算自上而下计算的幂塔

1111
··
11︸ ︷︷ ︸

1000 个 11

开始，最终得到 5．

解析．

答案：a）假；b）真；c）真．

记正整数 n 的各位数字之和为 S(n)．注意到 S(n) ≡ n (mod 9)．事实上，若 n 的十进制表示为

akak−1 . . . a1a0，则

n = ak10
k + ak−110

k−1 + · · ·+ a1 · 10 + a0

≡ ak + ak−1 + · · ·+ a1 + a0 = S(n) (mod 9)．

a）由于 56 ≡ 1252 ≡ (−1)2 ≡ 1 (mod 9)，所以
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141000 ≡ 51000 ≡ (56)166 · 54 ≡ 54 ≡ 625 ≡ 4 (mod 9)．

故这一过程最终得到 4．

b）由 (109)! < (109)10
9
= 109·10

9
可知，(109)! 至多有 9 · 109 位数字，因此

S
(
(109)!

)
≤ 9 · 9 · 109 < 1011．

故 S
(
(109)!

)
至多有 11 位数字，从而 S

(
S((109)!)

)
≤ 9 · 11 = 99．在不超过 99 的正整数中，99

的各位数字之和最大，因而 S
(
S(S((109)!))

)
≤ 18．不超过 18 的正整数，其各位数字之和均不超

过 9，所以

S
(
S(S(S((109)!)))

)
≤ 9．

因此至多四步，这一过程就会停止．

c）题中的幂塔可以写成 1111
n
，其中 n 是由其余 998 个 11 构成的幂塔，因而为奇数．有

11n ≡ (−1)n ≡ −1 ≡ 5 (mod 6)．

于是可设 11n = 6k + 5．又有 116 ≡ 26 ≡ 64 ≡ 1 (mod 9)，故

1111
n ≡ 116k+5 ≡ (116)k · 115 ≡ 1k · 25 ≡ 32 ≡ 5 (mod 9)．

所以这一过程最终得到 5．

注．在计算 56 和 116 模 9 的余数时，也可以使用欧拉定理：若 gcd(a, n) = 1，则 aφ(n) ≡ 1

(mod n)，其中 φ(n) 为不超过 n 且与 n 互素的正整数的个数．
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